Einige Herleitungen der trigonometrischen Additionstheoreme

Herleitung 1:

Aufgabe: Sei ABCD ein Rechteck und AEF ein rechtwinkliges Dreieck. Die
Streckenlange der Hypotenuse AE soll 1 betragen. Bestimmen Sie bitte die
Streckenlangen [AF| und |EF| in Abhangigkeit von a und weiter [4D|, |DF|, [CF| und |CE| in
Abhangigkeit von a und B und noch |4B| und |BE| in Abhangigkeit von a + . Der
Vergleich der gewonnen Langendarstellungen von gegenlberliegenden Seiten liefert die
zwei Additionstheoreme fiir den Sinus und den Cosinus. Diese besonders anschauliche
Herleitung gilt allerdings nur fir positive Winkel ¢ und B mit a + B < 90°. Die Lésung
finden am Ende dieses Textes.
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Herleitung 2: Im Einheitskreis sind die Winkel a und g, wie in der folgenden Skizze
zu sehen, gegeben. Die Strecke CD mit der Lange sin(a + ) wird durch S in die zwei
Teilstrecken CS und DS mit den Streckenlangen f'und b zerlegt. Fallt man nun das Lot
von C auf die Strecke BM, dann sind die beiden rechtwinkligen Dreiecke CSF und SMD
einander ahnlich. Insbesondere ist der Winkel SCF gleich a.

—

G

r=1

M D E Al

e Im rechtwinkligen Dreieck CMF ist |CF| = e = sin 8 und damit gewinnt man
fir das rechtwinklige Dreieck CSF vermége % = cosa und % = sina die
Streckenlangen ' '

_ sinf _ sinasinf
/= cosa und d = cosa
e Im rechtwinkligen Dreieck CMF ist [MF| = ¢ +d = ¢ + 28 _ s und

also gilt
cos fcosa — sinasin 8
cosa
e Mit c und o kdnnen wir nun im rechtwinkligen Dreieck MDF die

Streckenlangen a und b bestimmen. Es gilt dann vermége <4 = cosa
und< = sina

. . . . sin
a = cosacosf—sinasinff und b = sinacosf + cosasinf — cosg

e Fur die Katheten im rechtwinkligen Dreieck CMD gilt damit
cos(a + B) = [MD| = a = cosacos § — sinasin 8
und
sin(a + B) = |CD| = b +f = sinacos f§ + cosasin 8



Herleitung 3: In der folgenden Skizze haben die Winkel a und g mit der x-Achse
einen gemeinsamen Schenkel.
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Der Winkel a +  kann nun als Winkel zwischen den Vektoren

— cosa — cosf3
MA = und MB =
—sina sin 8

gedeutet werden. Mit dem Skalarprodukt MA - MB = |m| |W§| cos(a + f) und

|W| =1= |]\T§| gewinnt man dann sofort das Additionstheorem fur den Cosinus

cosa cos i _
cos(a+ p) = ] . ) = cosacosf —sinasin
—sina sin 8

cosa cosf3
Seinuna :=| -sina |, b= sinp und 0 < a + < 180° dann folgt mit dem
0 0

Betrag des Vektorproduktes |a x b|=|a||b|sin(a + ) das Additionstheorem fur den Sinus
vermoge

cosa cosf3
sin(a + B) = c|la|—TbT = —sina X sin B
0 0
0
= 0 = sinacos f + cosasin f§

sina cos f# + cosasin



Herleitung 4: Die Funktionen e*, cosx und sinx lassen sich als Potenzreihen
schreiben. Mit

- L - 2k o ( 1) 2k
kzk , COSX Z(2k)'x und s1nx—kz(2k+l)'

folgert man die Eulersche Formel

e™ = cosx +isinx
Ersetzt man in dieser Formel x durch a + 8, so gilt einerseits
e’@P) = cos(a + B) + isin(a + B)
und andererseits
e’@h) = piatif = pia , oif = (cosq +isina)(cos B + isin )
= cosacosff —sinasin B + i(cosasinf + sinacos f3)

Da zwei komplexe Zahlen dann und nur dann gleich sind, wenn sie in ihren Realteilen
und Imaginarteilen Ubereinstimmen folgt

cos(a + f) = cosacosf—sinasinff und sin(a + B) = cosasinf + sinacos

Losungsskizze zur Herleitung 1:
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Bemerkungen:

e FuUr die Prufung reicht es, wenn Sie eine dieser Herleitungen beherrschen.
e Die Additionstheoreme

tana + tan
I —tana - tan 8

cota e cotf—1
cota + cotf3

tan(a + B) = und cot(a + pB) =

sin(a+f)

gewinnt man aus den ldentitaten tan(a + ) = und

cos(a+f)
cot(a + B) = zj’j((Z:g)) . Die Vorgehensweise zur Herleitung zeigen die folgenden

Zeilen am Beispiel der Tangensfunktion.




cosasin f+sina cos B

tan(a + B) sin(la + )  cosasinf +sinacosff cosacos
cos(a + ) cosacos B —sinasin 8 cosacos f-sinasin f
cosacosf
cosasin 8 sina cos f§ sin 8 sina
__ cosacosf cosacosff “cos B cosa . tanﬁ +tana
" cosacosf __ _sinasinf B 1 — sina_ sinf B 1 —tanag tanﬁ
cosacosf cosacosf cosa cosfB

e Versuchen Sie doch bitte aus den Additionstheorem die folgenden Formeln
Zu gewinnen

Q@ _, [1+cose @ _  [1=cose
cos 5 ==+ /—2 und sin—- =+ /—2

und finden Sie damit auch einen weiteren Weg zur Ceulenschen
Verdoppelungsformel.



