Eine kleine Erinnerungstour zu einigen
Grundbegriffen der Stochastik

Ein Apfelsinenstick wird durch zwei ebene Flachen und eine gekrimmte Flache
begrenzt. Die zwei nahezu ebenen Flachen seien mit einer 1 bzw. einer 2 und die
gekrimmte Flache mit einer 3 gekennzeichnet. Fihrt man nun das Zufallsexperiment
‘Einmaliges Werfen dieses Apfelsinenstiickes und Notieren der
Aufschlagsfldchennummer’ zehntausendmal durch und notiert die jeweilige absolute
Héaufigkeit 7.y, mit der die Flachennummer x auf dem Boden zu liegen kommt, so kann
dies zu der folgenden Zuordnung flhren.

Flachennummer x: 1 2 3
absolute Haufigkeit 7 - 5000 4000 1000

Man kann zwar nicht ausschlieBen, dass in allen folgenden Wurfen nur noch die 2 als
Ergebnis erscheint, allerdings ist ein solches Ereignis nach dem Gesetz der gro3en
Zahl auBerordentlich unwahrscheinlich. Nach diesem Gesetz darf man eher erwarten,
dass die Wahrscheinlichkeit p({x}), x € {1,2,3}, eine 1, 2 oder 3 zu werfen
naherungsweise gleich den relativen Haufigkeiten %,(x) unseres Zufallsexperimentes
ist. Wir unterstellen nun einmal, dass die folgenden Wahrscheinlichkeiten p({x})
tatsachlich gegeben sind.

Flachennummer: 1 2 3
p({x}) = 0.5 0.4 0.1

Das Zufallsexperiment hat ja die Ergebnismenge

Q= {1,2,3}
Jedes Ereignis E bei diesem Zufallsexperiment ist nun per definitionem eine Teilmenge
von unserer Ergebnismenge Q. Die Menge aller denkbaren Ereignisse ist hier also

gleich der Menge aller Teilmengen, der so genannten Potenzmenge ‘i3 von Q2 . Fir
unser Beispiel gilt

0
B {1y {2} {3}
B = 2,34 {1,3} {1,2}
9

Die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten sind dann

p@) =0
p({1;) =0.5  p({2}) =0.4  p({3}) =0.1
p({2,3}) =0.5 p({1,3}) =0.6 p({1,2})=0.9
pQ) =1
Es handelt sich hier erkennbar um keine Laplace-Wahrscheinlichkeit, da die

Elementarereignisse {1}, {2} und {3} ungleiche Wahrscheinlichkeiten besitzen.
Um den Begriff der Wahrscheinlichkeit axiomatisch fassen zu kénnen, ist es



zunachst notwendig den Begriff des Ereignisraumes § zu gewinnen.

Definition = Man spricht von einer Ereignisalgebra oder einer c-Algebra oder
einem Ereignisraum § (ber einer Ergebnismenge Q genau dann, wenn die
nachstehenden vier Bedingungen erflillt sind.

1. § < B(Q) (Jedes Ereignis im Ereignisraum § ist eine Teilmenge von Q.
Jede Teilmenge von Q2 muss aber nicht unbedingt in § enthalten sein.)

2. Q ey

3. E e § =E € § (Wenn ein Ereignis E in § enthalten ist, so soll auch sein
Komplementérereignis E in § sein. )

4. ({El,Ez,E3, } cgf A |{E1,E2,E3, }|§|N|) = (E/UE,UE3U...) e
(Hat man mehrere Ereignisse E;. in §, so soll auch die Vereinigungsmenge
U Ey aller dieser Ereignisse in § enthalten sein. Allerdings darf die Anzahl

k

dieser Ereignisse die Méchtigkeit der Menge der nattirlichen Zahlen nicht
Uberschreiten. Man darf also héchstens abzahlbar unendlich viele Ereignisse
vereinigen.)
Mit dieser Definition ist fir unser Beispiel mit Q = {1,2,3} die Potenzmenge P(Q)
eine Ereignisalgebra Gber Q. Hier noch zwei weitere Ereignisalgebren Uber unserer
Ergebnismenge:

si-{o o} uwd s-{0 0. @3 o}

Ereignisse sind Mengen und die zugehdérige Wahrscheinlichkeit ist ein Mal3 vergleichbar
einer Streckenlange oder einem Flacheninhalt. Man kann jedoch leicht zeigen, dass es
Mengen gibt, die sich nicht messen lassen. Um solche nichtmessbaren Mengen bzw.
Ereignisse auszuschlieBBen, ist die obige Definition notwendig gewesen. Mit dieser
Vorbereitung kann man nun den Begriff der Wahrscheinlichkeit axiomatisch nach
Kolmogorow fassen.

Definition  Sei Q die Ergebnismenge eines Zufallsexperimentes und § eine
Ereignisalgebra tber QO, dann heilBt eine Funktion P : § — R, die jedem Ereignis E aus §
eine reelle Zahl zuordnet Wahrscheinlichkeit genau dann, wenn die folgenden drei
Axiome erfillt sind.

(A1) EeF = 0<PE)<1
(A2) P(Q) =1

(A3) Fir eine Menge von héchstens abzahlbar unendlich vielen und sédmtlich
paarweise disjunkten Ereignissen E; aus § gilt die c-Additivitét :

{0e)- o

Bemerkungen:

e Paarweise disjunkte Ereignisse meint, dass die Schnittmenge beliebiger
Ereignispaare stets leer ist, also E,, N E, = 0.

e In vielen Schulblchern wird anstelle der notwendigen o-Additivitat die
nicht ausreichende einfache Additivitat gefordert

(ANB=0)= (P(AUB) = P(A) + P(B)) .



e Wie problematisch der Wahrscheinlichkeitsbegriff bezlglich der
Potenzmenge als Ereignisraum und der Additivitat ist, zeigt der Wurf mit
einem mathematischen Dartpfeil auf eine Kreisscheibe K. Die
Elementarereignisse sind dann alle Mengen, die genau einen und nur einen
Punkt der Scheibe als Element besitzen. Es gibt also Uberabzéhlbar viele
Elementarereignisse. Die Wahrscheinlichkeit eine Teilflache T zu treffen kann
man mit

Flacheninhalt von T
Flacheninhalt von K

angeben. Die Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Punkt zu treffen ist damit
Null. Damit ware die Summe aller Wahrscheinlichkeiten der tberabzahlbaren
Elementarereignisse Null und sollte doch gleich 1 sein. Zudem gibt es, wie
bereits erwahnt, Punktmengen auf der Scheibe, denen sich keine
Wahrscheinlichkeit zuordnen l&sst.

e Da mani.A. zu einer gegebenen Ergebnismenge Q sowohl
unterschiedliche Ereignisrdume § als auch verschiedene Wahscheinlichkeiten
P wéhlen kann macht es Sinn vom jeweiligen Wahrscheinlichkeitsraum
(QQ,F,P) zu sprechen.

e "Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich
damit befasst, die GesetzméBigkeiten unter den zufélligen Ereignissen
aufzudecken und zu untersuchen."” Mit diesen Worten beschrieb der polnische
Mathematiker Marek Fisz den Aufgabenbereich der
Wabhrscheinlichkeitstheorie. Weiterhin bemerkt er, dass "Der
Wahrscheinlichkeitsbegriff in demselben Verhéltnis zur Haufigkeit eines
zufélligen Ereignisses steht, wie der exakte Begriff einer geometrischen Figur
in der euklidischen Geometrie zur wirklichen Figur im uns umgebenden
Raum. Deshalb hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine dhnliche
Bedeutung ftir statistische Probleme, bei welchen man durch Beobachtung
von Héufigkeiten die GesetzméBigkeiten zufélliger Erscheinungen untersucht,
wie sie die Geometrie fiir die Geodésie hat."”

P(T) =



