Ausgewahlite Kapitel der Schulmathematik in den Sekundarstufen
Text 08 zur Vorlesung von Hans-Ulrich Brandenburger
Aufgabe 7.1: Den Schulern kann man, ausgehend von der Definition des
Logarithmus und den Potenzgesetzen, die Identitat

Ina

log,a = nb

leicht herleiten. Finden Sie dazu einen Weg.
Losung: Fir den log,a gilt definitionsgeman
plogra — 4
Ersetzt man rechts vom Gleichheitszeichen das b durch ¢™” und links das a durch e'"¢

dann gilt

(elnb)l()gb“ — elna

und es folgt mit der Potenzrechenregel (a")" = a™™
elhblogya = elha hzw,  Inb - log,a = Ina

Die letzte Gleichung durch In5 dividiert liefert dann die angestrebte Identitat.ll

Aufgabe 7.2: Beweisen Sie bitte die Irrationalitat von log,,48.
Beweis: Annahme: log; 48 = < mit teilerfremden natlrlichen Zahlen a und 4. und.
Dann gilt mita > 1
30% =48 bzw. 30¢ =48> und weiter 27.3%.5% = 2430 = 48t
bzw.
5 ist ein Teiler von 48.
im Widerspruch zu 48 mod5 = 3.1

Aufgabe 7.3a: Es gilt mit der Potenzrechenregel a"/a™ = a"™

aloga(x/y) — X/y — aloga(x)/aloga(y) — alogax—logay

und also log,(x/y) = log,x —log,v.M

Aufgabe 7.3b: Es gilt mit der Potenzrechenregel (a")" = a"™

aloga(xy) =x¥ = (alogax)y — aylogax

und also log,(x’) = ylog,x.1

Nachfolgend einige Bemerkungen zur Stochastik im Schulunterricht.

Zunachst bitte ich Sie, die wenigen Zeilen unter dem Titel Grundbegriffe Stochastik
sorgfaltig zu lesen. Ich habe diesen kleinen Aufsatz fur die zahlreichen Studenten
geschrieben, die sich gar nicht oder nur unzureichend an die in der Schule gelehrten
Wahrscheinlichkeitsbegriffe erinnern konnten, aber auch zur Auffrischung fur die
Erinnerungsstarken. In der Geometrie versucht man Punktmengen wie einer Strecke,
einem Rechteck oder einer Kugel eine Malizahl wie Streckenlange, Flacheninhalt oder
Rauminhalt zuzuordnen. Das ist leider nicht immer moglich, denn man kann zeigen,
dass es Punktmengen gibt, die sich jedem Versuch, sie auszumessen, verweigern. Den
Punkten der Geometrie entsprechen in der Stochastik die Ergebnisse eines
Zufallsexperimentes. Ein Ereignis ist dann eine Menge von Ergebnissen, wie eine



Quadratflache als eine Menge von Punkten gedeutet werden kann. Wie man in der
Geometrie einer Flache einen Flacheninhalt zuordnet, so versucht man nun in der
Stochastik Ereignissen eine Maldzahl zuzuordnen. Damit grindet die Stochastik auf der
Mengenlehre und der Maltheorie. Das Mal} in der Stochastik heil3t Wahrscheinlichkeit.
Die Existenz von nicht messbaren Mengen machten die Definition des Begriffes der
Wahrscheinlichkeit etwas aufwendig. In der Unter- und Mittelstufe reicht es allerdings
immer aus, den Umgang mit Laplace-Wahrscheinlichkeiten und einfachen
geometrischen Wahrscheinlichkeiten zu erlernen. In der Oberstufe sollte man aber die
kolmogorowsche Definition der Wahrscheinlichkeit nicht nur kennen, sondern auch
wissen, warum sie nicht so ganz einfach formuliert werden kann. Den Nachnamen des
russischen Mathematikers Kolmogorow (1903-1987) finden sie in der Literatur auch als
Kolmogoroff oder Kolmogorov geschrieben. Die Unterschiede beruhen auf der
lautmalerischen Ubertragung des russischen Nachnamens Konmordpos.
Bemerkungen zum Mengenbegriff

Georg Cantor (1845-1918), der Begrunder der Mengenlehre, lehrte:

L,Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die ,Elemente‘von M genannt werden) zu einem Ganzen.*

Diese naive Definition der ,Menge’ ist fur viele schulische Bereiche wohl ausreichend,
aber sie genugt nicht den Anforderungen der Mathematik. Cantor hat einige aus dieser
Definition folgende Widerspriche (Antinomien) erkannt und eine axiomatische Definition
angestrebt. Heute wird der Begriff ,Menge‘ mehrheitlich axiomatisch nach Zermelo und
Fraenkel definiert. Die bekannteste Antinomie der naiven Mengenlehre durfte wohl die
Russellsche Antinomie sein. Nach Bertrand Russell fihrt die Frage, ob die Menge aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, Element von sich ist oder nicht,
unmittelbar zu einem Widerspruch. Denn wenn sie sich selbst enthalt, kann sie ja nicht
die Menge aller Mengen sein, die sich nicht selbst als Element enthalten. Wenn sie sich
jedoch nicht enthalt, dann muss sie sich enthalten, da sie ja die Menge aller Mengen ist,
die sich nicht selbst als Element enthalten. Bertrand Russell hat diese Antinomie sehr
anschaulich dargestellt. Ich versuche dies sinngemaf aber deutlich verandert
wiederzugeben:

In einem kleinen Dorf gibt es genau eine Friseurin, die alle Frauen des Dorfes frisiert,
die sich nicht selbst frisieren. Fragt man danach, ob sie sich selbst frisiert, dann muss
man dies verneinen, denn sie frisiert ja nur die Frauen, die sich nicht selbst frisieren.
Wenn sie sich aber nicht selbst frisiert, dann muss sie sich frisieren, denn sie frisiert ja
alle Frauen des Dorfes, die sich nicht selbst frisieren.

In der axiomatisch begrindeten Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel ist eine
Definition wie die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, nicht
maoglich.

Machtigkeit von Mengen

Ob in einem Klassenraum mehr Schuler oder Stuhle sind, kann man auf zweierlei Art
beantworten. Man bestimmt die Anzahl der Schuler und die der Stuhle oder man bittet
die Schuler sich auf einen Stuhl zu setzen. Findet jeder Schuler einen Stuhl und bleibt
kein Stuhl frei, dann gibt es eine eineindeutige Zuordnung (Bijektion) zwischen der
Menge der Schuler und der Menge der Stuhle.



Definition: Zwei Mengen M und N heil3en gleichméchtig genau dann,wenn es
wenigstens eine Bijektion B gibt mit B : M — N.

Die Definition der Gleichmachtigkeit befreit uns vom Anzahlbegriff, der ja nur fur
Mengen mit einer endlichen Zahl von Elementen sinnvoll ist, und macht es maoglich,
auch Mengen mit unendlich vielen Elementen zu vergleichen. Bezeichnet man die
Méachtigkeit einer Menge M mit card(M) oder |M|,so gilt

N =z =@ < [R|=[C] und [ @) =2M
£ (M) steht dabei fur die Menge aller Teilmengen von M und wird als Potenzmenge
von M bezeichnet.

Symbolisiert man die Menge der ganzen Zahlen mit {...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... }, dann
fallt es vielen Schuler schwer einzusehen, dass diese und N = {1,2,3,... } gleichmachtig
sein sollen. Von den Mengen mit endlich vielen Elementen ist man es ja gewohnt, dass
eine echte Teilmenge stets kleiner ist als die gesamte Menge. Das nachstehende Bild
mit der folgenden Sitzordnung konnte sie dann doch uberzeugen. Dort sieht man, wie
die ganzen Zahlen in die N-ARENA stromen, die fur jede naturliche Zahl genau einen
Sitzplatze anbietet.
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Sei nun n € N, dann kann man die folgende Sitzordnung organisieren, um alle ganzen

Zahlen unterzubringen.

DieganzeZahl 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 4 ... n -n
sitztaufPlatz 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ... 2n 2n+1

Die Gleichmachtigkeit von N und Q kann mithilfe des ersten Cantorschen
Diagonalverfahrens oder uUber die Stern-Brocot-Folge erkannt werden. Um die
Vorgehensweise von Cantor aufzuzeigen reicht es die Gleichmachtigkeit der Menge der
naturlichen Zahlen und die der positven rationalen Zahlen nachzuweisen. Dazu dient die
nachstehende Tabelle. In der obersten Zeile sind die Zahler nach rechts wachsend
notiert. In der linken Spalte finden sich die zugehdrigen Nenner. Folgt man bei %
beginnend den Pfeilen so, wird man allen denkbaren Brichen begegnen, die sich somit
abzahlen lassen. Die eingeklammerten Briche werden beim Abzahlen Ubersprungen, da
sie gekurzt eine bereits gezahlte rationale Zahl liefern.
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Man sagt, die Mengen M mit |M| = |N| haben abzéhlbar unendlich viele Elemente. Die
Menge der reellen Zahlen hingegen hat liberabzdhlbar viele Elemente. Dazu zwei kleine
Satze.

Satz 8.1: Die Menge der reellen Zahlen im Intervall (0, 1) ist gleichmachtig der
Menge reellen Zahlen.

Beweis: Jede reelle Zahl kann man sich als einen Punkt auf dem Zahlenstrahl durch
denken. Man muss nun eine Bijektion finden, die jedem Punkt P des Zahlenstrahles
genau einen Punkt P’ im Intervall (0, 1) zuordnet. Das gelingt mit der folgenden Skizze.

ILA M B

Uber dem Intervall (0,1) bezeichnen wir den Punkt (£, 1) mit M. Der
Halbkreisbogen um M mit Radius » = % berlhrt dann die x-Achse in L und die y-Achse
in 4. Punkte auf der Zahlengeraden wie P und F werden auf die Punkte P' bzw. F'
innerhalb des Intervalles (0, 1) eineindeutig abgebildet, indem man die Strecken PM und
FM einzeichnet. Von den Schnittpunkten S und S’ der Strecken mit dem Kreisbogen fallt
man dann jeweils das Lot auf die x-Achse. Die LotfuRpunkte P' und F' sind dann die
erwunschten Bildpunkte. Die Eineindeutigkeit sollte man mit der Lésung von Aufgabe

8.1 erkennen.



Aufgabe 8.1: Geben Sie bitte ein geometrisches Verfahren an, das von P’ zu P flhrt.

Aufgabe 8.2: Wenn P die Koordinatendarstellung (p,0) und P’ die
Koordinatendarstellung (p',0) hat, dann muss sich p' aus p rechnerisch ermitteln lassen.
Finden Sie eine zugehorige Rechenvorschrift p’ = p'(p) und bestimmen Sie p'(2).

Satz 8.2: Die Menge der reellen Zahlen ist Gberabzahlbar.

Beweis: Das zweite Cantorsche Diagonalverfahren erlaubt, es die Ungleichung
IN| < |R| zu beweisen. Dazu hatten wir zunachst gezeigt, dass die Menge aller Punkte P
des Zahlenstrahles und die Menge aller Punkte P’ des offenen Intervalles (0, 1)
gleichméachtig sind. Wir zeigen nun, dass schon die Menge der reellen Zahlen im
Intervall (0, 1) Gberabzahlbar ist. Jedem Punkt P’ Iasst sich nun genau eine reelle Zahl b,
zuordnen. Denkt man sich diese Zahlen in Dezimalschreibweise mit Ziffern ay,,, notiert,
dann muss man bedenken, dass diese Notation nicht eindeutig ist. So ist z.B. 0.39 = 0.4
bzw. 0.39 = 0.40. Um die Eindeutigkeit der Zahldarstellung zu sichern, seien
nachstehend die Neunerperioden untersagt. Die Annahme, dass die reellen Zahlen
zwischen Null und Eins abzahlbar waren, fihrt nun unmittelbar zu einem Widerspruch.
Denn dann mussten alle diese Zahlen im folgenden Schema Uber der gestrichelten Linie
in der vorletzten Zeie aufgelistet sein.

by = 0, ayqx aip ai3 - ain
by = 0, a1 axy a3 - ax
by = 0, as1 asp asz3z - az,
b, = 0, apl Aap2 Ap3 " Anpn
d = 0, di do ds - dn

Wahlt man die Ziffern d, einer Zahl d jedoch gemal} der folgenden Vorschrift

7 wenn ap, 7
dy =
3 wenn a,, =7

aus, so ist d sicher eine Zahl zwischen Null und Eins aber ungleich jeder Zahl 5,.
e Jeder sollte die hier vorgestellten Lésungen, Herleitungen und Beweise
beherrschen.
e Die Gleichung | 2 (M)| = 2™ habe ich hier ohne Beweis vorgestellt. Dazu
werden ich im Text 09 noch eine Erlauterung liefern.
e Sollten Sie zu den Grundbegriffen Stochastik Fragen haben, dann fragen
Sie.
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