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In den Lehrbuichern wird fiir die ndherungsweise Berechnung von Quadratwurzeln nahezu
ausnahmslos das Heron-Verfahren vorgestellt. In einigen Fallen begegnet man auch dem
Bisektions-Verfahren. Hier soll nun ein weiteres Verfahren aufgezeigt werden, das meiner Einschatzung
nach fir den Schulunterricht besonders geeignet ist.

Die Rekursionsformel w,.; = %
Eine schilergemalie Hinflhrung
Seia € Qund a > 1 sowie
w = Ja,
dann gilt
w? = a, = w—1l=a-1, = w-1Dw+1)=a-1,
= w—lzfvjrll, > w=l+ﬁ, = chllix.

Schreibt man nun die vorletzte und letzte Gleichung versuchsweise als
Rekursionsformeln

vt = 14 55
n

bzw.

a+wy

1+w,’

so kann man zun&chst einmal z.B. flir « = 2 probieren, ob die Folge der w, zur /2 hin
konvergiert. Sei noch der Startwert w, = 1 vorgegeben, dann gilt

Wpel =

wi o= 1 = 1.0
w2 = % = 1.5

w3 = % = 1.4

wy = 1 = 1.416
ws = 4 = 1.4137931
we = 4= = 1.4142857
wr = 23 = 1.4142012
wg = =SIL = 1.4142157
wy = B2 = 1.4142132
limw, = J2 = 1.4142136

n—o0



Das Heronverfahren und die Folge der w, sowie einige vergleichende
Beobachtungen

Das Heronverfahren wird traditionell geometrisch begrindet, kann aber auch aus
dem Newtonverfahren hergeleitet werden. Die zur Bestimmung von ,/a zugehdrige
Rekursionsformel ist

_ 1 a
i = 4 (h,,+ @ ) 3)

Starten wir nun z.B. die Berechnung von /3 fir beide Folgen (w,) und (A,) mit
w1 = h; = 1 dann gilt

w o= 1 = 1.0 hh = 1 = 1.0
wy = 2 = 2.0 hy = 2 = 2.0
w3 = % = 1.6

wy = + = 175 hs = T = 175
ws = 1= = 1.72

we = & = 1.73

w; = L = 1.7317073

ws = 2~ 1.7321429 he = £ = 1.7321429
wy = 2= 1.7320261

wie = 387 5 1.7320508 hs = 81 5 1.7320508
limw, = 43 = 1.7320508 limh, = 3 = 1.7320508

n—o0 n—00

Der Vergleich zeigt, dass die Folgenglieder der Folge (w,) sich im Wechsel mal unter
und mal Uber der /3 befinden. Die Heronfolge hingegen fallt ab dem Index 2 monoton
zur Wurzel aus drei. Es ist sicherlich verbluffend, dass sich hier die Heronfolge als
Teilfolge von (w,) erweist. Dies gilt aber nur, wenn beide den gemeinsamen Starwert 1
haben, so kann man in der Tat zeigen:

Satz 1 Starten wir das Heron-Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung von Ja
mit dem Startwert h, = 1, dann gilt

=]

Einige Satze, Beweise und Bemerkungen

Nachfolgend einige Satze. Beweise sind hier nur dann angefligt, wenn sie meines



Erachtens auch von Schulern ohne groRere Miuhe geleistet werden konnten.

Satz2 Seil < aund0 < w,, dann gilt stets

wn < Ja = Ja < wun (4)
und
Ja <wy, = Wi < Ja (5)
Beweis: Der Beweis von Zeile (5) lauft analog dem folgenden Beweis von Zeile (4),
namlich
wy < Ja, = w,(Ja-1)< Ja(Ja-1), = wy,Ja-w,<a-Ja,
=> wiJa+Ja<at+twn, = (Wp+1)Ja <a+w, = Jac< %,
>  Ja < wu q.e.d.
Satz3 Seil <aund0 < w,, dann gibtesein L mit0 <L < 1 und
|Wn+2 - Wn+l| <L- |Wn+1 - Wn| (6)
Beweis: Mit Zeile (2) gilt
at+wy
_a+w, Cat+wen . 4T e, 2a+(a+ Dw,
Wit = s UNd W = R = T @ = T a+ 2w,
und also folgt
2a+(a+1)wy a+wy a(l-a)+(a—1)w}
0< |Wn+2 _Wn+l| _ l+at2wn,  l+wy | _ (1+wy) (12wy+a)
" Ml o
_ a(l —a)+ (a—1)w? | ltwa | _ |Wﬁ—a|-(a—l). 1
Tl A+ wa)(A + 2w, +a) a-wr|  a+1+2w, la — w2
_ a—1 a—1 _.
oa+ 142w, a+1 = L< q.ed.
Die Satze 1 und 2 zeigen zugleich, dass die Folgen (w,) fur alle positiven Startwerte
in naturlicher Weise eine Intervallschachtelung liefern. Die Folgen (%,) hingegen
liefern keine Intervallschachtelung. Dennoch wird in manchen Lehrbuchern eine
Intervallschachtelung im Zusammenhang mit dem Heronverfahren vorgestellt, die
allerdings durch zwei Folgen erzeugt wird. Neben (4,) wird die Folge (F,,) mit
%11+1 = 2a—h~nz
a+h,
bemuht.
Die Rekursionsfolge (w,) gestattet auch eine explizite Darstellung der w, zu finden.
So gilt wieder fur den Startwert w; = 1
Satz 4
Zf_ﬂ Y\ gk
" k=0 < 2k > (7)

TG

)d"



Bemerkung Die Anwendung des Satzes 4 kann man auch wie folgt interpretieren.
Man wahlt eine n-te Zeile im Pascalschen-Dreieck aus, z.B. ist dies fur n = 8

1 8 28 56 70 56 28 8 1

und multipliziert von links oder rechts beginnend die ersten beiden Zahlen mit
a®, die nachsten beiden mit ! , dann mit a2 u.s.w. zu

1a® 84 284!  56a! 70a®>  56a®> 284> 843 la*.

Die Summe der Produkte mit geradzahligen "Binomialkoeffizienten-Nenner”
schreibt man dann in den Zahler und die Produkte mit ungeradzahligen
"Binomialkoeffizienten-Nenner” in den Nenner eines Bruches
1 +28a + 70a* + 28a> + 1a*
8 + 56a + 56a* + 8a°
Fur ein konkretes ¢ z.B. a = 3 hat man dann mit
1+28'3+70'32+28'33+1 '34 _ ﬂ ~1.73214
8+56+3+56-32+8.33 56
einen rationalen Naherungswert fir 3 = 1. 73205.

Die Satze 1 und 4 regten an den nachfolgenden Satz zu formulieren.

Satz 5 Starten wir das Heron-Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung von Ja
mit dem Startwert h, = s, dann gilt fiirn € N
2L ot N g ok
_ k=0 ( 2% >a 5
h” - 2n71 (8)

2n-1 > k o—(2k+1)
=0 \ 2%r1 )45

Die Zeile (1) zeigt noch einen Zusammenhang mit den Kettenbriichen auf. So
folgert man unmittelbar aus (1)

a=1+—a=1 9
CRRES e 9)
ik

Hier ist der Hinweis sicher sinnvoll, dass die Quadratwurzeln fast immer durch
Kettenbriiche mit Zahlern gleich 1 dargestellt werden, z.B.

ﬁ:1++
1+

die Zeile (9) aber eine andere Darstellung liefert, namlich

2
3=1+—=2
J_ 2.{.#2
2+2+2
2+%




